Chapitre II

EQUATIONS ALGEBRIQUES

1. Méthode des approximations successives


Soit à résoudre l'équation f(x) = 0, où f est une fonction définie et continue sur un intervalle [a,b]. On suppose que cette équation est équivalente à une équation du type g(x) = x, où g est une fonction devant vérifier certaines hypothèses. Cette dernière équation est dite problème de point fixe. A partir de y0 arbitraire dans l'intervalle [a,b], on construit la suite (yn) par [image: image1.wmf]y
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. Cet algorithme est dit méthode des approximations successives.

Théorème 1.
On suppose que g est définie continue sur I = [a,b] et que :
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Preuve:


Tout d'abord on commence par montrer, par récurrence, que [image: image3.wmf]y
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Pour prouver la convergence, on va démontrer que la suite (yn) est une suite de Cauchy.

Soient m > n deux entiers naturels. Alors 
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Donc la suite (yn) est bien une suite de Cauchy. D'où sa convergence vers un réel s de l'intervalle I. Enfin d'après la continuité de g, il est clair que g(s) = s.


Le réel s ainsi trouvé est l'unique solution de l'équation g(x) = x sur l'intervalle [a,b]. En effet s'il en existait deux différentes, qu'on note [image: image8.wmf]s
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Remarque 1.


Une condition suffisante pour que la fonction g soit contractante sur I, de constante de contraction L, est que g soit de classe [image: image11.wmf]C
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 En effet, en appliquant la formule des accroissements finis on a:
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Exemple 1.


Soit à résoudre l'équation :
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En outre nous avons [image: image15.wmf]g
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 Donc nous pouvons appliquer le théorème 1. On définit alors la suite [image: image16.wmf](
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D'après le théorème 1, cette suite va converger vers l'unique solution de l'équation [image: image19.wmf]g
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 sur l'intervalle I, qui n'est autre que [image: image20.wmf]2

. Au regard des premières valeurs de cette suite, on s'aperçoit que la convergence est rapide. Cela, comme le prouve le théorème qui suit, est dû au fait que la constante de contraction L est petite devant 1.

Théorème 2.
On suppose que les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées. Alors pour tout [image: image21.wmf]n
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Preuve :


D'après le théorème 1, on a [image: image23.wmf]"
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 En passant à la limite quand [image: image24.wmf]m
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On va s'intéresser maintenant à la rapidité de convergence de la suite  (yn). Le théorème 1 nous prouve que plus la constante de contraction L est petite devant 1, plus la convergence est rapide. Toutefois une autre notion entre en jeu pour évaluer la rapidité de la convergence. Il s'agit de la notion d'ordre de convergence.

Définition 1.
On dit que la convergence de la suite (yn) vers s est d'ordre p[image: image26.wmf]Î
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Cette définition nous montre que pour une méthode convergente d'ordre p, l'erreur à l'itération n+1 est, à la limite, de l'ordre de l'erreur à l'itération n élevée à la puissance p. On en déduit que plus p est grand plus la convergence est rapide.

Théorème 3.
La méthode des approximations successives est en général d'ordre 1.

Preuve :


On suppose que la fonction g est de classe [image: image28.wmf]C

2

 sur l'intervalle I. On considère alors un développement limité, à l'ordre 2, autour de s de g(yn) :

yn+1 = g(yn) = g(s) + g'(s)(yn - s) + g''(tn)[image: image29.wmf](
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où tn est entre s et yn. 

Or g(s) = s alors :
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Dans le cas général g'(s) n'est pas nécessairement nul. On en déduit que la convergence de la méthode des approximations successives est d'ordre 1.

2. Méthode de Newton


Soit à résoudre l'équation suivante :

(1)
f(x) = 0
sur l'intervalle [a,b].

On suppose que cette équation admet une solution unique s. Il est aisé de voir que l'équation (1) peut s'écrire sous la forme d'un problème de point fixe :

(2)
g(x) = x
où
g(x) = x -  f(x) et  un paramètre à choisir.


On peut démontrer qu'il est possible de choisir le paramètre  tel que la suite [image: image31.wmf]y
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On suppose que f est dérivable sur I. Donc INCORPORER EQUATION [image: image34.wmf]g

x

h

x

f

x

h

x

f

x

'

(

)

=

 

+

'

(

)

(

)

+

(

)

'

(

).

1

On va choisir la fonction h de telle sorte que INCORPORER EQUATION [image: image35.wmf]g
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Donc, en supposant que [image: image37.wmf][
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Théorème 4.
On suppose que f s'annule en un point s de l'intervalle I. On suppose que dans un voisinage V de s, la fonction f est de classe C2 et que f'(x) [image: image41.wmf]¹
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Preuve :


Il est clair que les hypothèses formulées pour la fonction f  permettent de montrer que la fonction g donnée par [image: image43.wmf]g
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 est définie et est de classe C1 sur V. Puisque g'(s) = 0 et que g est continue au voisinage de s, il existe donc un voisinage V0 de s inclus dans V, dans lequel [image: image44.wmf]g
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La fonction g vérifie donc les hypothèses du théorème 1 sur  V0. On a alors la convergence de la suite (yn) dès que y0 est dans  V0.

En outre nous avons : 

0 = f(s) =f(s - yn + yn) = f(yn) + (s - yn) f '(yn) + (s - yn)2 [image: image51.wmf]f
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Remarque 2.


Pour la méthode de newton l'existence d'une solution s est nécessaire à la démonstration de la convergence, contrairement à la méthode des approximations successives. D'autre part l'initialisation n'est plus arbitraire. Toutefois l'ordre au moins quadratique de cette méthode la rend généralement intéressante et permet l'estimation de l'erreur donné par le théorème qui suit.

Théorème 5. 
On suppose que les hypothèse du théorème 4 sont satisfaites. On pose [image: image54.wmf]M
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Preuve :


nous avons vu au théorème 4 que pour tout [image: image57.wmf]n
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Démontrons alors le résultat demandé par récurrence. Il est clair que la propriété énoncée est vraie pour n = 0. Supposons la vraie au rang n et démontrons qu'elle le reste au rang n+1. On a 
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3. Notion d'accélération de la convergence


Soit à résoudre l'équation g(x) = x sur [a,b] où g est une fonction vérifiant les hypothèses du théorème 1. On suppose en outre que g est de classe C1 sur [a,b] et que g'(x)[image: image61.wmf]¹
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D'après le théorème 3, la convergence est d'ordre 1. Pour augmenter l'ordre de convergence on va définir une nouvelle suite (zn), à partir de (yn), qui converge plus vite vers s, solution de l'équation proposée. Nous avons :
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 pour n assez grand.

Cherchons maintenant une approximation de g'(s). On a :
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 comme g' est supposée continue donc :
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On donne ci-dessous un théorème que l'on ne démontrera pas dans le cadre de ce cours.

Théorème 5.
On suppose que les hypothèses du théorème 3 sont satisfaites. Alors

* la suite (zn) est parfaitement définie,
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 ( c'est à dire que (zn) converge plus vite que (yn) vers la solution s). 

EXERCICE ET PROBLEMES CORRIGES

K
Exercice 1 :
Soit à résoudre, sur l'intervalle [1,2] l'équation :

(1)
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On pose 
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1°/ Montrer que l'équation (1) est équivalente à l'équation x =(x) sur [1,2].

2°/ Montrer que est Lipschitzienne sur [1,2] et déterminer sa constante de Lipschitz [image: image73.wmf]L

j

.

3°/ Ecrire l'algorithme des approximations successives et l'appliquer avec [image: image74.wmf]x
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.

4°/ On considère le test d'arrêt [image: image75.wmf]x
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. Donner, en fonction de et de [image: image76.wmf]L
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, une majoration de l'erreur [image: image77.wmf]x
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 où s est la solution de (1).

?
Exercice 2 :
Soit à résoudre l'équation [image: image78.wmf][
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1°/ Montrer que l'algorithme de Newton converge pour toute initialisation dans [1,5; 2]

2°/ Déterminer le nombre d'itérations suffisantes pour avoir cinq décimales exactes.

??Exercice 3 :
Soit  une fonction de classe [image: image79.wmf]C

2

 sur un intervalle [a,b]. On suppose que l'équation (x) = x admet, au moins, une solution  dans [a,b] et que [image: image80.wmf]j
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1°/ Montrer que l'algorithme :
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converge vers  lorsque [image: image82.wmf]x

0

 est choisi assez voisin de  et que la convergence est au moins d'ordre deux.

2°/ Existe-t-il un rapport entre cet algorithme et la méthode de Newton ?

?
Exercice 4 :
Soit à résoudre l'équation:

(1)

ln(2 + 3x) - 3x = 0 sur l'intervalle [0 , 1]

1°/ Montrer que l'équation (1) admet une unique solution sur l'intervalle [0 , 1].

2°/ En écrivant l'équation (1) sous la forme x = g(x) où  g(x) =[image: image83.wmf][image: image84.wmf]1

3

2

3

ln(

)

+

x

, montrer que l'algorithme des approximations successives associé à cette écriture est convergent.

3°/ Donner le nombre d'itérations suffisantes pour que l'approximation soit à [image: image85.wmf]10

6
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 près de la solution exacte.

4°/ Peut-on écrire ( et pourquoi ) l'algorithme de Newton pour l'équation (1) ? Si oui donner le nombre d'itérations suffisantes pour que l'approximation par cette méthode soit à [image: image86.wmf]10

6
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 près de la solution exacte. Comparer avec le nombre obtenu dans la question précédente. Conclure.

?
Exercice 5 :
Soit a un nombre réel strictement positif. On considère le processus itératif suivant 

(1)
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1°/ Montrer que si ce processus converge alors sa limite est soit 0, soit [image: image88.wmf]1

a

, soit [image: image89.wmf]2

a
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2°/ Montrer, par l'étude de la fonction [image: image90.wmf]x
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, que le processus (1) ne peut pas converger vers 0, ni vers [image: image91.wmf]2
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3°/ Déterminer, en fonction de a, l'intervalle I dans lequel il suffit de choisir [image: image93.wmf]x

0

 pour que l'algorithme (1) converge.

4°/ Montrer que la convergence de l'algorithme (1) est d'ordre 3.

K
Exercice 6 :
Soit la fonction 
[image: image94.wmf]x
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1) Donner les solutions de l'équation [image: image95.wmf]x
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2) Donner le signe de g'(x). Calculer g(1) et déduire que [image: image96.wmf]g
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3) Pour trouver une solution de l'équation x = g(x), on utilise l'algorithme suivant :
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a) Montrer que pour [image: image98.wmf]x
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b) Montrer que pour [image: image99.wmf]x
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 choisi convenablement, on a la convergence de la suite [image: image100.wmf](
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c) Quel est l'ordre de la convergence.

?
Exercice 7 :
Soit à résoudre l'équation :


(1)

f(x) = 0

On suppose qu'elle admet une unique solution s dans l'intervalle [a,b]. On transforme (1) en un problème de point fixe équivalent :

(2)

x = x - f(x), [image: image101.wmf]l
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On suppose qu'il existe deux constantes  [image: image102.wmf]m
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1°/ Montrer que l'on peut toujours, choisir  pour que la méthode des approximations successives appliquée à (2) converge vers s. (On donnera l'intervalle possible pour le choix de  ).

2°/ On veut faire en sorte que la convergence de la méthode précédente soit la plus rapide possible. Quel est le choix optimal de  et la valeur minimale de la constante de contraction L ainsi obtenue ?

3°/ Application : f(x) [image: image104.wmf]º
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. Montrer que cette équation admet une unique solution s sur l'intervalle [image: image105.wmf]1
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. Utiliser les résultats précédents pour définir une méthode d'approximations successives convergeant vers s le plus rapidement possible.

4°/ Une fois cette méthode définie, estimer le nombre d'itérations suffisantes pour obtenir s à [image: image106.wmf]10

4
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 près de la solution exacte.

??Exercice 8 : 
Soit la fonction : 
[image: image107.wmf]x
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1°/ Donner une relation entre b, c et d pour que [image: image108.wmf]x
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 soit solution de l'équation x = g(x), où a est un réel strictement positif.

2°/ Montrer que l'on peut déterminer b, c et d en fonction de a pour que l'algorithme des approximations successives :



[image: image109.wmf]x

x

g

x

n

n

0

1

donné proc

he de 

a

+

=

ì

í

î

(

)


converge de façon cubique vers [image: image110.wmf]a

.
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Exercice 9 :
Soit f une fonction strictement monotone, de classe [image: image111.wmf]C

2

 sur un intervalle [a,b]. On suppose que f(a)f(b) < 0.

1°/ Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle [a,b]. On note s cette solution.

2°/ On considère l'algorithme de résolution suivant :

(A)
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a) Montrer que pour tout [image: image113.wmf]n
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,  on a [image: image114.wmf]x
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¹

. En déduire que l'algorithme (A) est bien défini.

b) Donner une interprétation géométrique de cet algorithme.

c) En écrivant (A) sous d'un algorithme d'approximations successives : [image: image115.wmf]x
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d) En déduire qu'il existe [image: image117.wmf]]
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s

f

c

s

a

f

a

'

(

)

'

'

(

)(

)

(

)

=

-

2

2

.

e) On fait l'hypothèse suivante :
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Montrer que l'on peut choisir [image: image120.wmf]]
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 tel que l'algorithme (A) converge.

f) Application : soit la fonction f définie sur [0,1] par [image: image121.wmf]f
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. Montrer que f vérifie toutes les hypothèses précédemment supposées. Donner, alors, une approximation, par l'algorithme (A), de la solution de l'équation f(x) = 0.

K
Exercice 10 :
Soit la fonction f définie par [image: image122.wmf]f
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1°/ Donner une condition nécessaire et suffisante, sur le polynôme P, pour que [image: image123.wmf]1
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 soit solution de l'équation f(x) = x.

2°/ On considère l'algorithme des approximations successives :
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a) Donner une condition suffisante, sur le polynôme P, pour que la convergence "éventuelle" de cet algorithme soit au moins d'ordre deux.

b) Donner une condition suffisante, sur le polynôme P, pour que la convergence "éventuelle" de cet algorithme soit au moins d'ordre trois.

c) Déterminer le polynôme P vérifiant toutes les conditions précédentes

3°/ Montrer qu'il existe un intervalle I contenant , dans lequel l'algorithme des approximations successives converge.

4°/ Donner un exemple.

L
Exercice 11 :
Soit à résoudre l'équation : 
 f(x) = x .


On suppose que cette 
équation admet une solution s et que f est de classe [image: image125.wmf]C
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. On pose :
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1°/ 
a) Calculer [image: image127.wmf]g
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. En déduire que [image: image128.wmf]g
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 dans un voisinage V de s, excepté en s.


b) En déduire aussi que F est continue en s.

2°/ 
a) Former la quantité [image: image129.wmf]F
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b) Montrer que F est de classe [image: image131.wmf]C
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 au voisinage de s.

3°/ 
Soit l'algorithme :[image: image132.wmf]x
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a) Montrer que si [image: image133.wmf]x

0

 est assez voisin de s, l'algorithme ci dessus converge vers s.


b) Quel est l'ordre de convergence ?

4°/ 
a) Montrer que F est de classe [image: image134.wmf]C

2

 au voisinage de s.


b) Déterminer F"(s). Conclure.

5°/ Soit la fonction [image: image135.wmf]f
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Exercice 12 :
soit  une racine de l'équation [image: image138.wmf]g
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On considère l'algorithme suivant :
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On pose 
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1°/ Montrer que si ([image: image145.wmf]0
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) converge, alors il converge vers une solution de l'équation g(x) = x.

2°/ Montrer que si [image: image146.wmf]A

w

, alors G est contractante sur I. En déduire, dans ce cas, la convergence de l'algorithme ([image: image147.wmf]x

0

) vers , pour [image: image148.wmf]0

1

£

<

"

Î

g

x

x

I

'

(

)

  

 

  bien choisi.

3°/ On suppose, dans toute la suite, que [image: image149.wmf]0
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a) Montrer que G est contractante sur I. En déduire la convergence de l'algorithme ([image: image151.wmf]x
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c) Application : On suppose que m = 0 et M = 0,9. Déterminer parmi tous les [image: image156.wmf]w
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, le paramètre optimal [image: image157.wmf]A

w

 qui réalise la convergence la plus rapide de l'algorithme ([image: image158.wmf]A
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). Comparer, alors, la rapidité de convergence des algorithmes ([image: image159.wmf]A
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) et ().
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