TD Optimissation sans contraintes

Exercice 1
Soit f:R* = R, f(z,y) = 22> + 2> + 22y — x — y.

a) Déterminer les points critiques.
b) Calculer les valeurs propres de la matrice hessienne en chaque point critique. Conclusions.
c) Montrer que f est elliptique. Quelle est la constante d’ellipticité a? Conclusions.

Exercice 2
Soit

AZ(Z i), r,s,t € R.

a) Montrer que les valeurs propres de A notées A\, Ay sont réelles.
b) Montrer que A\; + Ay =7+t et A\ Ay = 1t — 5% = det(A).
¢) Montrer

det(A) >0, r>0 X >0, \a >0<det(A) >0, t >0 det(A) >0, r+¢t>0

d) Montrer
det(A) >0, r<0 XA <0, \a<0&det(A) >0, t <0< det(A) >0, r+t<0

Exercice 3
Soit f: R* = R, f(x,y) = 2 + 3zy* + 322y + 3y.

a) Déterminer les points critiques.

b) Montrer que les conditions nécessaires d’optimalité d’ordre deux sont vérifiées en chaque
point critique.

¢) Etudier la fonction ¢(z) = f(z,1) dans un voisinage de z = —1. Etudier la fonction
¢(x) = f(z,—1) dans un voisinage de x = 1. Conclusions.

d) Y a t’il un minimum global ou un maximum global?

Exercice 4
Soit f: R? = R,
] 0, six?+y? <1
fla,y) = { (2?2 +y* — 1), siz?+y* > 1.
a) Déterminer les points critiques.

b) Montrer que les conditions nécessaires d’optimalité d’ordre deux sont vérifiées en chaque
point critique.

c¢) Trouver les points (x,y) € R? ot la matrice hessienne est définie positive. Conclusions.



Exercice 5
Soit f:R? - R, f(z,y) = (2? + y* — 1)%

a) Déterminer les points critiques.

b) Montrer qu’il existe un maximum local strict. Pour les autres points critiques, montrer
)
qu’une condition nécessaire d’optimalité d’ordre deux est vérifiée.

¢) Etudier la fonction ¢(z) = f(x,0) et tracer son graphique.

Exercice 6
Soit f:R3 = R, f(x,y,2) = 2* +2y? + 322 — yz — 23y + 4o — 5.

a) Déterminer les points critiques.
b) Etudier la nature du point critique.

c) Etudier la convexité de la fonction f.



