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R�esum�e - Le but de et artile est de pr�esenter un algorithme qui permet la r�esolutiond�eoupl�ee d'un syst�eme de type Kuhn-Tuker provenant d'un probl�eme d'interation entre unuide inompressible et une struture �elastique �epaisse. L'avantage r�eside dans le fait que onpeut utiliser les odes num�eriques performantes d�eja existentes pour r�esoudre s�epar�ement lesprobl�emes du uide et de la struture. La onvergene de l'algorithme sera prouv�e.1 Pr�esentation du probl�emeSoient NW1; NW2; NQ et NM quatre nombres naturels non nuls. Sans risque deonfusion, on utilise la même notation (:; :) pour les produits salaires habituels deIRNW1; IRNW2; IRNQ et IRNM . Aussi, on fait la même onvention pour la norme eulidi-enne kxk = (x; x)1=2.On note par Mm;n (IR) l'ensemble des matries de m lignes et n olonnes sur IR.On pose le probl�eme d'optimisation quadratique suivant:8><>: inf J (w1; w2)B11w1 = 0B21w1 +B22w2 = 0(1.1)o�u 8><>: J : IRNW1 � IRNW2 ! IRJ (w1; w2) = 12 (AFw1; w1) + 12 (ASw2; w2)� (fF ; w1)� (fS; w2)( AF 2MNW1 (IR) sym�etrique, tel que9�F > 0; 8w1 2 IRNW1; (AFw1; w1) � �F kw1k2(1.2) ( AS 2MNW2 (IR) sym�etrique, tel que9�S > 0; 8w2 2 IRNW2; (ASw2; w2) � �S kw2k2(1.3) B11 2MNQ;NW1 (IR)B21 2MNM;NW1 (IR)B22 2MNM;NW2 (IR)61



fF 2 IRNW1; fS 2 IRNW2On note B =  B11 0B21 B22 !et par la suite, on va travailler sous l'hypoth�ese suivanterang (B) = NQ +NM(1.4)En utilisant des r�esultats lassique de la th�eorie d'optimisation, on a prouv�e l'exis-tene et l'uniit�e d'une solution (v; �) pour le probl�eme (1.1) sous les hypoth�eses (1.2),(1.3) et (1.4). En plus, il existe un multipliateur de Lagrange (p; �) dans IRNQ� IRNM ,tel que (v; �; p; �) est la solution unique du syst�eme lin�eaire suivant:0BBB� AF 00 AS Bt11 Bt210 Bt22B11 0B21 B22 0 1CCCA0BBB� v�p� 1CCCA = 0BBB� fFfS00 1CCCA(1.5)qui est le syst�eme Kuhn-Tuker assoi�e. R�eiproquement, si (v; �; p; �) est la solutionunique du syst�eme lin�eaire (1.5), alors (v; �) est la solution unique du probl�eme (1.1).Le syst�eme (1.5) a �et�e utilis�e dans [2℄ et [3℄ pour la mod�elisation du ventriule gauhedu oeur onsid�er�e omme une interation entre un uide inompressible et une struture�elastique �epaisse.Le syst�eme (1.5) peut être r�esolu num�erique par l'Algorithme d'Uzawa ou par laM�ethode du lagrangien augment�e.Le but de et artile est de pr�esenter un nouvel algorithme pour r�esoudre le syst�eme(1.5). L'avantage r�eside dans le fait que on peut utiliser les odes num�eriques perfor-mantes d�eja existentes pour r�esoudre le probl�eme du uide AF Bt11B11 0 ! wq ! =  f0 !e qui n'est pas le as pour l'Algorithme d'Uzawa et la M�ethode du lagrangien augment�e.La onvergene de e nouvel algorithme sera prouv�e.2 Convergene d'algorithmeD'abord on pr�esente le nouvel algorithme pour approher la solution du probl�eme (1.1)et apr�es on prouve un r�esultat de onvergene.62



AlgorithmePas 1 Initialisation Soient �1 > 0; k = 0; �0 2 IRNMPas 2 R�esolution du probl�emetrouver (vk; �k) 2 IRNW1 � IRNQ, tel que AF Bt11B11 0 ! vkpk ! =  fF � Bt21�k0 !(2.1)Pas 3 R�esolution du probl�emetrouver �k 2 IRNW2, tel que AS�k = fS �Bt22�k(2.2)Pas 4 Test d'arrêt Si B21vk +B22�k = 0 alors STOP(2.3)Pas 5 R�einitialisation �k+1 = �k + �1 (B21vk +B22�k)k k + 1 retour au pas 2(2.4)Remarque 2.1 D'apr�es (1.4), on a rang (B11) = NQ et rang (B22) = NM . Sousl'hypoth�ese (1.2) et en tenant ompte du fait que rang (B11) = NQ, on obtient que lesyst�eme lin�eaire (2.1) admet une solution unique. Une d�emonstration de e r�esultat onpeut trouver dans [1℄.Sous l'hypoth�ese (1.3), le syst�eme lin�eaire (2.2) admet une solution unique, donl'algorithme est bien d�e�ni.Remarque 2.2 La solution du probl�eme (2.1) peut être approher en utilisant l'al-gorithme d'Uzawa/Gradient onjugu�e.On preuve maintenant un r�esultat de onvergene d'algorithme pr�esent�e i-dessus.Th�eor�eme 2.1 Sous les hypoth�eses (1.2),(1.3) et (1.4), pour tout �0 2 IRNM et 0 <�1 < minn �FkB21k2 ; �SkB22k2o, l'algorithme (2.1)-(2.4) soit s'arrête apr�es un nombre f ini depas, soit onstruit une suite f(vk; �k; pk; �k)gk�0 onvergeant vers la solution unique de(1.5).D�emonstration: On va faire la preuve en trois �etapes:1) lim k!1 (vk) = v et lim k!1 (�k) = �2) lim k!1 (�k) = �3) lim k!1 (pk) = p 63



1) Si B21vk +B22�k = 0 alors0BBB� AF 00 AS Bt11 Bt210 Bt22B11 0B21 B22 0 1CCCA0BBB� vk�kpk�k 1CCCA = 0BBB� fFfS00 1CCCAPuisque le syst�eme (1.5) admet une solution unique sous les hypoth�eses (1.2), (1.3) et(1.4), alors la solution est trouv�ee apr�es un nombre fini de pas.On suppose maintenant que l'algorithme ne s'arrête �a l'�etape 4.D'apr�es (1.5) on a B21v +B22� = 0 et en utilisant (2.4), on obtient�k+1 � � = �k � �+ �1 [B21 (vk � v) +B22 (�k � �)℄On utilise maintenant l'�egalit�eka + bk2 = kak2 + kbk2 + 2 (a; b)et on obtientk�k+1 � �k2 = k�k � �k2 + (�1)2 kB21 (vk � v) +B22 (�k � �)k2+2�1 (�k � �;B21 (vk � v) +B22 (�k � �))(2.5)On a l'�egalit�e suivante:(�k � �;B21 (vk � v)) + (�k � �;B22 (�k � �))= (Bt21 (�k � �) ; vk � v) + (Bt22 (�k � �) ; �k � �)(2.6)D'apr�es (1.5) on a AFv +Bt11p+Bt21� = fFet d'apr�es (2.1) on a AFvk +Bt11pk +Bt21�k = fFe qui implique AF (vk � v) +Bt11 (pk � p) +Bt21 (�k � �) = 0(2.7)En utilisant (2.7) on obtient (Bt21 (�k � �) ; vk � v)= � (AF (vk � v) ; vk � v)� (Bt11 (pk � p) ; vk � v)= � (AF (vk � v) ; vk � v)� (pk � p; B11 (vk � v))Mais d'apr�es (1.5) on a B11v = 0 et d'apr�es (2.1) on a B11vk = 0. Don on a�Bt21 (�k � �) ; vk � v� = � (AF (vk � v) ; vk � v)(2.8)D'apr�es (1.5) on a AS� +Bt22� = fS64



et d'apr�es (2.2) on a AS�k +Bt22�k = fSe qui donne AS (�k � v) +Bt22 (�k � �) = 0(2.9)En utilisant l'�egalit�e pr�e�edente on obtient�Bt22 (�k � �) ; �k � �� = � (AS (�k � �) ; �k � �)(2.10)D'apr�es (2.5),(2.6),(2.8) et (2.10) on obtient2�1 (AF (vk � v) ; vk � v) + 2�1 (AS (�k � �) ; �k � �)� (�1)2 kB21 (vk � v) +B22 (�k � �)k2= k�k � �k2 � k�k+1 � �k2On a l'in�egalit�e kB21 (vk � v) +B22 (�k � �)k2� (kB21k kvk � vk+ kB22k k�k � �k)2� 2 �kB21k2 kvk � vk2 + kB22k2 k�k � �k2�Puisque �1 > 0 et en utilisant les hypoth�eses (1.2) et (1.3) on obtient2�1 ��F � �1 kB21k2� kvk � vk2 + 2�1 ��S � �1 kB22k2� k�k � �k2� k�k � �k2 � k�k+1 � �k2(2.11)Si 0 < �1 < minn �FkB21k2 ; �SkB22k2o, alors d'apr�es l'in�egalit�e pr�e�edente on obtient0 � k�k � �k2 � k�k+1 � �k2don la suite nk�k � �k2ok�0 est d�eroissante. Puisque 0 � k�k � �k2 alors la suite estonvergeante, don lim k!1 �k�k � �k2 � k�k+1 � �k2� = 0En utilisant la relation (2.11) on obtient la onlusion de la premi�ere �etape.2) Int�eressons nous maintenant �a la onvergene de f�kgk�0.D'apr�es la premi�ere �etape, la suite nk�k � �k2ok�0 onverge, don f�kgk�0 est born�eeet en ons�equene, il existe au moins une sous-suite f�ksgs�0 onvergeante vers une limite�. En passant �a la limite dans l'�egalit�e (2.9) et en tenant ompte de la premi�ere �etape,on obtient Bt22 ��� �� = 065



Mais sous l'hypoth�ese (1.4) on a rang (B22) = NM , don les olonnes de Bt22 sontlin�eairement ind�ependantes, e qui implique � = �, 'est-�a-dire f�kgk�0 a un uniquepoint d'aumulation.Pour finir la deuxi�eme �etape, on utilise le r�esultat suivant: dans un espae de di-mension finie, une suite born�ee ave un unique point d'aumulation est onvergente.3) Int�eressons nous maintenant �a la onvergene de la suite fpkgk�0.D'apr�es (2.1) on a Bt11pk = fF � AFvk � Bt21�kD'apr�es les deux premi�eres �etapes, on obtient que Bt11pk est born�ee.Puisque rang (B11) = NQ, alors fpkgk�0 est born�ee. Soit p un point d'aumulationde ette suite. En passant �a la limite dans l'�egalit�e (2.7), on obtientBt11 (p� p) = 0Puisque rang (B11) = NQ, alors p = p. Selon le même type de raisonnement que eluiutilis�e dans la deuxi�eme �etape, on obtient la onvergene de fpkgk�0 vers p. 23 Tests num�eriquesPour les tests num�eriques, on a utilis�e les valeurs suivantes: NW1 = 1317, NW2 =402, NQ = 103, NM = 171. Les matries AF ; AS; B11; B21; B22 et les veteurs fF ; fSproviennent d'un probl�eme tridimensionnel de la mod�elisation du oeur humain (voir[2℄).Les r�esultats num�eriques sont tr�es satisfaisants, onform�ement �a la r�ealit�e.R�ef�erenes bibliographiques[1℄ P.G. CIARLET - Introdution �a l'analyse num�erique matriielle et �a l'optimisation,Masson, 1988[2℄ C.M. MUREA - Mod�elisation math�ematique et num�erique d'un probl�eme tridimen-sionnel d'interation entre un f luide inompressible et une struture �elastique, Th�esede dotorat, Universit�e de Franhe-Comt�e, juin 1995[3℄ C.M. MUREA & J.-M. CROLET - A stable algoritm for a uid-struture interationproblem in 3D, dans Contat Mehanis II, Computational Tehniques, M.H. Ali-abadi & C. Alessandri (eds.), p. 325-332, Computational Mehanis Publiations,Southampton, Boston, 1995Dr Cornel Marius MUREA, Universit�e de Buarest, Fault�e de Math�ematique, 14str. Aademiei, 70109 Buarest, Roumanie, e-mail: Cornel.Murea�math.unibu.ro66


