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Construction d’automobiles

absorbeur des chocs hydrauliques, conception des senseurs,
lubrification, airbag
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Bio-mécanique

écoulement du sang dans les artères, conception des coeurs
artificiels ou des poumons artificiels
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Génie civil
oscillations des longs ponts ou des hautes structures métalliques
sous l’action du vent
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Notations
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Les équations du fluide et celles de la structure sont couplées par
deux types de conditions aux limites à l’interface

�
continuité de vitesses : le fluide adhère aux parois ou d’une
manière équivalente, les vitesses du fluide et de la structure
sont égales à l’interface,

�
continuité de forces de surface : les forces agissant à
l’interface sur la structure sont égales et de sens contraire aux
celles qui agissent sur le fluide.



Modèle mathématique pour la structure

Trouver u le déplacement, tel que

ρShS ∂2u

∂t2
(x1, t) +

E (hS)3

12(1 − ν2)

∂4u

∂x4
1

(x1, t) = η(x1, t),

u(0, t) = 0,
∂u

∂x1
(0, t) = 0, t ∈ (0,T )

u(L, t) = 0,
∂u

∂x1
(L, t) = 0, t ∈ (0,T )

u(x1, 0) = u0(x1), x1 ∈ (0, L)

∂u

∂t
(x1, 0) = u̇0(x1), x1 ∈ (0, L)



Modèle mathématique pour le fluide

Trouver la vitesse v et la pression p du fluide

ρF

(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
− µ∆v + ∇p = fF , ∀t ∈ (0,T ),∀x ∈ ΩF

t

∇ · v = 0, ∀t ∈ (0,T ),∀x ∈ ΩF
t

v × n = 0, on Σ1 × (0,T )

p = Pin, on Σ1 × (0,T )

v = g, on Σ2 × (0,T )

v × n = 0, on Σ3 × (0,T )

p = Pout , on Σ3 × (0,T )

v (x1,H + u(x1, t), t) =

(
0,

∂u

∂t
(x1, t)

)T

,

∀(x1, t) ∈ (0, L) × (0,T )

v(x, 0) = v0(x), ∀x ∈ ΩF
0



Couplage fluide-structure

Trouver u le déplacement de la structure, la vitesse v et la pression
p du fluide, tels que

η(x1, t) = −
(
σFn · e2

)
(x1,H+u(x1,t))

√

1 +

(
∂u

∂x1
(x1, t)

)2



Coordonnées ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian)

Ω̂F = (0, L) × (0,H), Γ̂ = (0, L) × {H}

At (x̂1, x̂2) =

(
x̂1,

H + u (x̂1, t)

H
x̂2

)T

x = At (x̂) , v̂(x̂, t) = v (At(x̂), t)

∂v

∂t
(x, t) =

∂v̂

∂t
(x̂, t) −

(
∂At

∂t
(x̂) · ∇

)
v (x, t)

DAv

Dt
(x, t)

def
=

∂v̂

∂t
(x̂, t)



Approximation de la dérivée ALE

∂
�
v

∂t
(x̂, tn+1) ≈

�
v(

�
x,tn+1)−

�
v(

�
x,tn)

∆t
=

v(Atn+1 (
�
x),tn+1)−v(Atn (

�
x),tn)

∆t

=
v(x,tn+1)−v

�
Atn◦A

−1
tn+1

(x),tn �
∆t

≈
vn+1(x)−vn

�
Atn◦A

−1
tn+1

(x) �
∆t

.

ϑn+1(x)
def
=

∂At

∂t
(x̂)|t=tn+1 =

(
0,

∂u

∂t
(x1, tn+1)

x2

H + u (x1, tn+1)

)T

∂v

∂t
(x, tn+1) ≈

vn+1(x) − vn
(
Atn ◦ A

−1
tn+1

(x)
)

∆t
−

(
ϑn+1(x) · ∇

)
vn+1(x)

Vn(x) = vn
(
Atn ◦ A

−1
tn+1

(x)
)



ρF

(
vn+1

∆t
+

(
(Vn − ϑn+1) · ∇

)
vn+1

)

−µ∆vn+1 + ∇pn+1 = ρF Vn

∆t
+ fF

in ΩF
tn+1

∇ · vn+1 = 0 in ΩF
tn+1

vn+1 × n = 0 on Σ1

pn+1 = Pin(·, tn+1) on Σ1

vn+1 = g(·, tn+1) on Σ2

vn+1 × n = 0 on Σ3

pn+1 = Pout (·, tn+1) on Σ3

vn+1 (x1,H + u(x1, tn+1), t) =

(
0,

∂u

∂t
(x1, tn+1)

)T

,

0 < x1 < L.



Stratégies pour résoudre le problème couplé

- S - F - σFn -u v, pα β

Point fixe et la Méthode de Newton :

F ◦ S(α) = α, F ◦ S(α) − α = 0.



Approche contrôlabilité. I
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On résout le problème du fluide avec les conditions aux limites à
l’interface

σFn = λ



Approche contrôlabilité. II
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On résout le problème du fluide avec les conditions aux limites à
l’interface

v1 = 0, e2 · σ
Fn = λ2



Approche contrôlabilité. III
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λ · n

v · τ |Γu

On résout le problème du fluide avec les conditions aux limites à
l’interface

v · n = 0, n · σFn = λ · n



Approche contrôlabilité. IV
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λ · n

v · n|Γu

On résout le problème du fluide avec les conditions aux limites à
l’interface

v × n = 0, n · σFn = λ · n



Points fixes, la méthode de Newton ou les moindres carrés

G : R
m → R

m, G (α)
def
= F ◦ S(α)

�
Points fixes

G (α) = α, αk+1 = G (αk)

�
Méthode de Newton

F (α)
def
= α−G (α) = 0, αk+1 = αk−

(
∇F (αk)T

)−1
F (αk)

�
Moindres carrés

inf
�
∈

�
m

J(α) =
1

2
‖F (α)‖2 , ∇J(α) = (∇F (α)) F (α)



Resultats numériques. Poumon



Déformation du paroi
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Vitesse du fluide dans le cas Pin = 50

Vec Value
0
1.97811
3.95622
5.93433
7.91244
9.89056
11.8687
13.8468
15.8249
17.803
19.7811
21.7592
23.7373
25.7154
27.6936
29.6717
31.6498
33.6279
35.606
37.5841



Pression du fluide dans le cas Pin = 50

IsoValue
1.21534
3.72569
6.23603
8.74637
11.2567
13.7671
16.2774
18.7877
21.2981
23.8084
26.3188
28.8291
31.3395
33.8498
36.3601
38.8705
41.3808
43.8912
46.4015
48.9119



Vitesse du fluide dans le cas Pin = 400

Vec Value
0
16.1046
32.2092
48.3139
64.4185
80.5231
96.6277
112.732
128.837
144.942
161.046
177.151
193.255
209.36
225.465
241.569
257.674
273.779
289.883
305.988



Pression du fluide dans le cas Pin = 400

IsoValue
9.70817
29.7947
49.8812
69.9678
90.0543
110.141
130.227
150.314
170.4
190.487
210.574
230.66
250.747
270.833
290.92
311.006
331.093
351.179
371.266
391.352



Résultats numériques. Écoulement du sang dans une artère

�
L = 6 cm et H = 1 cm.

�
Fluide : viscosité µ = 0.035 g

cm·s
, masse volumique

ρF = 1 g
cm3 .

�
Structure : épaisseur h = 0.1 cm, coefficient de Poisson
ν = 0.5, masse volumique ρS = 1.1 g

cm3 .

FreeFem++



Pression à l’entrée
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1) Module de Young E = 0.75 · 106 g
cm·s2 , temps final T = 0.25 s

2) Module de Young E = 3 · 106 g
cm·s2 , temps final T = 0.1 s



Perspectives : interaction coque - Navier Stokes 3D


