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Optimisation sans ou avec contraintes

Soit f : R
n → R.

Optimisation sans contraintes

minimiser f (x), pour x ∈ R
n.

Optimisation avec contraintes

minimiser f (x)

sous les contraintes h1(x) = 0
...

hm(x) = 0

g1(x) ≤ 0
...

gp(x) ≤ 0

où h1, . . . , hm : R
n → R et g1, . . . , gp : R

n → R.
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Pour l’optimisation sans contraintes:
x∗ est minimum local s’il existe une voisinage U de x ∗ tel que
f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈ U;
x∗ est minimum global si f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈ R

n.



Conditions nécessaires ou suffisantes d’optimalité locale

Définition Une matrice A est semi-définie positive si et
seulement si xT Ax ≥ 0, ∀x ∈ R

n.

Définition Une matrice A est définie positive si et seulement si
xT Ax > 0, ∀x ∈ R

n, x 6= 0.

Conditions nécessaires d’ordre 1

Si x∗ est minimum local et f est différentiable, alors ∇f (x ∗) = 0.

Conditions nécessaires d’ordre 2

Si x∗ est minimum local et f est deux fois différentiable, alors
∇f (x∗) = 0 et en plus Hf (x

∗) est une matrice semi-définie positive.

Conditions suffisantes

Si f est deux fois différentiable, ∇f (x ∗) = 0 et Hf (x
∗) est une

matrice définie positive, alors x ∗ est minimum local.



Conditions suffisantes d’optimalité globale

Définition f : R
n → R est convexe si et seulement si ∀x , y ∈ R

n

et ∀λ ∈ [0, 1], f (λx + (1 − λ)y) ≤ λf (x) + (1 − λ)f (y).

Définition f : R
n → R est strictement convexe ssi ∀x , y ∈ R

n,
x 6= y et ∀λ ∈ (0, 1), f (λx + (1 − λ)y) < λf (x) + (1 − λ)f (y).

Si f est différentiable, convexe et ∇f (x ∗) = 0 alors x∗ est
minimum global.



Méthodes numériques de type descente

On veut construire la suite x k ∈ R
n, de la forme :

xk+1 = xk + ρkdk

où ρk ∈ R est le pas et d k ∈ R
n est la direction.

On dit que dk ∈ R
n est une direction de descente ssi

(dk)T∇f (xk ) < 0.

f (xk + h) ≈ f (xk ) + hT∇f (xk )

min
h∈

�
n , ‖h‖=1

hT∇f (xk) = −
(∇f (xk ))T∇f (xk )

‖∇f (xk )‖

On peut choisir d k = −∇f (xk ) (méthode de type gradient)



La méthodes du gradient à pas optimal (de la plus forte
pente)

Pas 0: Choisir un point de départ x 0 ∈ R
n, k = 0

Pas 1: Si ∇f (xk) = 0 alors xk est un minimum local. Stop
Pas 2: Trouve ρk ∈ R, la solution du problème

min
ρ≥0

f (xk − ρ∇f (xk)) = f (xk − ρk∇f (xk ))

Pas 3: xk+1 = xk − ρk∇f (xk), k = k + 1, retourner au Pas 1.

Définition f : R
n → R est elliptique ssi lim‖x‖→+∞ f (x) = +∞.

Théorème Si f est elliptique et différentiable, alors la méthodes
du gradient à pas optimal est convergente.



La méthodes du gradient à pas fixe

Pas 0: Choisir un point de départ x 0 ∈ R
n, k = 0

Pas 1: Si ∇f (xk) = 0 alors xk est un minimum local. Stop
Pas 2: xk+1 = xk − ρ∇f (xk ), k = k + 1, retourner au Pas 1.

Théorème On suppose que f est différentiable et qu’il existe deux
constantes α > 0, M > 0 telles que :

〈∇f (x) −∇f (y), x − y〉 ≥ α‖x − y‖2, ∀x , y ∈ R
n

‖∇f (x) −∇f (y)‖ ≤ M‖x − y‖2, ∀x , y ∈ R
n

Si 0 < a ≤ ρ ≤ b ≤ M2

α
, alors la méthodes du gradient à pas fixe

est convergente.



La méthode du gradient conjugué (I)

Soit f : R
n → R quadratique, c’est à dire f (x) = 1

2xT Qx + cT x où
Q est une matrice symétrique, définie positive et c ∈ R

n.
Le problème d’optimisation sans contraintes inf x∈

�
n f (x) a une

solution unique x∗ caractérisée par Qx∗ + c = 0.

Définition Deux directions d 1, d2 ∈ R
n sont Q conjuguées ssi

(d1)TQd2 = 0.

Théorème Soient {d i}k−1
i=0 , k directions mutuellement conjuguées.

Soit x0 ∈ R
n et la suite générée par

{

x i+1 = x i + ρid
i

ρi = −∇f (x i )T d i

(d i )T Qd i

Alors xk est l’unique minimum de f restreint à x 0 + Bk où
Bk = [d0, ..., dk−1] est le sous espace vectoriel engendré par les
vecteurs d0, ..., dk−1.



La méthode du gradient conjugué (II)

Comment on peut construire les directions mutuellement
conjuguées d i ?

Pas 0: Choisir x0 ∈ R
n et poser d0 = −∇f (x0), k = 0.

Pas 1: Si ∇f (xk) = 0 alors STOP. x∗ = xk

Pas 2: Calculer xk+1 = xk + ρkdk où

ρk = −∇f (xk)T dk

(dk )T Qdk

βk = ∇f (xk+1)T Qdk

(dk )T Qdk

dk+1 = −∇f (xk+1) + βkdk

Pas 3: k = k + 1, retourner au Pas 1.

Théorème La méthode du gradient conjugué converge en au plus
n itérations.



Algorithmes de type Newton

On veut résoudre ∇f (x∗) = 0.

Algorithme de Newton

Pas 0: Choisir x0 ∈ R
n, et poser k = 0

Pas 1: Si ∇f (xk) = 0 alors STOP. x∗ = xk

Pas 2: xk+1 = xk −
(

Hf (x
k)

)−1
∇f (xk ) k = k + 1, retourner au

Pas 1.

Algorithmes de type Newton

xk+1 = xk −
(

Ak(x
k′

)
)−1

∇f (xk ) où 0 ≤ k ′ ≤ k

Ak(xk′

) = Hf (x
k ), k ′ = k , (algorithme de Newton)

Ak(xk′

) = Hf (x
k′

), k ′ = p[ k
p
], p ≥ 2

Ak(xk′

) = Hf (x
0)

Ak(xk′

) = A0 où A0 est une matrice inversible.



Algorithmes de type quasi Newton

Dans les algorithmes de type Newton, il faut calculer l’inverse

d’une matrice
(

Ak(xk′

)
)−1

.

Algorithmes de type quasi Newton

Pas 0: Choisir x0 ∈ R
n, et poser k = 0

Pas 1: Si ∇f (xk) = 0 alors STOP. x∗ = xk

Pas 2: xk+1 = xk − ρkHk∇f (xk ) où Hk est un matrice qui

approche
(

Hf (x
k )

)−1
et le pas ρk est déterminé comme la solution

d’un problème d’optimisation mono-dimensionnelle

inf
ρ≥0

f (xk − ρHk∇f (xk ))

Pas 3: k = k + 1, retourner au Pas 1.



Formules de correction pour la matrice Hk

Soit f (x) = 1
2xTQx + cT x quadratique.

On a ∇f (x) = Qx et Hf (x) = Q donc H−1
f (x) = Q−1.

Q(x − y) = ∇f (x) −∇f (y), x − y = Q−1(∇f (x) −∇f (y))

xk+1 − xk = Q−1(∇f (xk+1) −∇f (xk ))

On cherche Hk+1 qui vérifie

xk+1 − xk = Hk+1(∇f (xk+1) −∇f (xk))

Différentes formules de correction de type Hk+1 = Hk + ∆k ont
été proposées.



Algorithme de Davidon-Fletcher-Powell

Pas 0: Choisir une matrice H0 symétrique, définie positive,
x0 ∈ R

n, et poser k = 0
Pas 1: Si ∇f (xk) = 0 alors STOP, si non d k = −Hk∇f (xk)
Pas 2: Déterminer le pas ρk

inf
ρ≥0

f (xk + ρdk) = f (xk + ρkdk)

Pas 3: Poser xk+1 = xk + ρkdk ,
pk = xk+1 − xk et qk = ∇f (xk+1) −∇f (xk)
Pas 4: La formule de correction est

Hk+1 = Hk +
pkpT

k

pT
k qk

−
HkqkqT

k Hk

qT
k Hkqk

Pas 5: k = k + 1, retourner au Pas 1.



Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldforb, Shano

δk = xk+1 − xk

γk = ∇f (xk+1) −∇f (xk )

La formule de correction

Hk+1 = Hk +

(

1 +
γT
k Hkγk

δT
k γk

)

δkδT
k

δT
k γk

−
δkγT

k Hk + HkγkδT
k

δT
k γk



Tests d’arrêt
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Recherches mono-dimensionnelles économiques

inf
ρ≥0

f (xk + ρdk)

On pose g : [0,+∞) → R, g(ρ) = f (x k + ρdk).

Critère de Goldstein et Armijo : trouver ρk tel que

g(0) + (1 − λ) θkg ′(0) ≤ g(θk) ≤ g(0) + λθkg ′(0)

où λ ∈ (0, 1/2).
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