
Revue d'Analyse Num�erique et de Th�eorie de l'Approximation29(2000), No. 1La m�ethode du lagrangien augment�e pour un probl�emed'interation uide-strutureCornel Marius MUREA 1Abstrat. In [3, p. 91℄ is presented a not-onditionally stable numerial method for solvinga time-depend uid struture interation problem. This method onsists in solving at eah timestep the mixed hybrid system (1) and to �nd out: v the veloity of the uid, � the veloity of thestruture, p the pressure of the uid and � the fore on the uid-struture interfae.In order to solve the system (1), we an use many algorithms just like: Uzawa's algorithm orthe Augmented Lagrangien Method, but these algorithms don't permit to solve the uid-strutureproblem in a deoupled way (via partitioned proedures), more exatly the uid and strutureproblems are not solved separately. Consequently, we an't use the well established theories andsoftware for the uid and respetively for the struture.Alternatively, we an use the iterative method presented in [4℄ in order to solve the uid-struture linear system via partitioned proedures. Unfortunely, this method onverges slowly.Based on the method used in [4℄, we present in this paper an augmented algorithm, wherethe ontinuity of the uid and struture veloities on the ontat surfae is penalized in order toimprove the onvergene rate. Numerially, the ontinuity of the uid and struture veloities onthe ontat surfae has the form B21v +B22� = 0.The onvergene of the method is proved in the third setion.Classi�ation AMS: 65N121 IntrodutionSoient n1; n2; q et m quatre nombres naturels non nuls. Sans risque de onfusion, on utilise lamême notation (�; �) pour les produits salaires eulidiens de Rn1 ; Rn2 ; Rq et Rm . Aussi, on faitla même onvention pour la norme eulidienne kxk = (x; x)1=2.On note par Mm;n (R) l'ensemble des matries de m lignes et n olonnes sur R.Dans [3, p. 91℄ est pr�esent�e un sh�ema num�erique inonditionnellement stable pour la r�esolutiond'un probl�eme �evolutif tridimensionnel d'interation entre un uide inompressible et une struture�elastique.Ce sh�ema onsiste �a r�esoudre �a haque pas en temps un syst�eme lin�eaire du type suivant:trouver v la vitesse du uide, � la vitesse de la struture, p la pression du uide et � la fore deontat sur l'interfae uide-struture tels que0BB� AF 00 AS Bt11 Bt210 Bt22B11 0B21 B22 0 1CCA0BB� v�p� 1CCA = 0BB� fFfS00 1CCA(1)1Universit�e de Buarest, Fault�e de Math�ematique, 14, str. Aademiei, 70109 Buarest, Roumanie, t�el/fax:+40-1-312.11.63, e-mail: murea�pro.math.unibu.ro, http://pro.math.unibu.ro/~murea1



o�u � AF 2Mn1 (R) matrie sym�etrique, tel que9�F > 0;8w1 2 Rn1 ; �AFw1; w1� � �F w12(2) � AS 2Mn2 (R) matrie sym�etrique, tel que9�S > 0;8w2 2 Rn2 ; �ASw2; w2� � �S w22(3) B11 2Mq;n1 (R) ; B21 2Mm;n1 (R) B22 2Mm;n2 (R)fF 2 Rn1 ; fS 2 Rn2On note B = � B11 0B21 B22 �et par la suite, nous travaillerons sous l'hypoth�ese suivanterang (B) = q +m(4) Sous les hypoth�eses (2), (3) et (4), le syst�eme (1) admet une solution unique.Remarque. - L'�egalit�e B11v = 0 repr�esente la forme disr�ete de la ondition d'inompressibilit�edu uide et l'�egalit�e B21v + B22� = 0 repr�esente la forme disr�ete de la ondition de ouplageen vitesses, i.e. les vitesses du uide et de la struture sont �egales sur la surfae de ontatuide-struture.Pour la r�esolution du syst�eme lin�eaire de type mixte hybride (1) on peut utiliser plusieursalgorithmes parmis lesquels nous itons: l'algorithme d'Uzawa (voir par exemple [1℄) et la m�ethodedu lagrangien augment�e (voir par exemple [2℄). Mais, les algorithmes it�es i-dessus ne permettentpas la r�esolution d�eoupl�ee du probl�eme uide-struture, 'est-�a-dire les probl�emes du uide etrespetivement de la struture ne sont pas r�esolus s�epar�ement. On ne peut don pas utiliser lesth�eories et les odes num�eriques d�ej�a existants pour haun de es deux probl�emes.On peut surmonter et inonv�enient en utilisant la m�ethode it�erative pr�esent�ee dans [4℄ pourla r�esolution d�eoupl�ee du probl�eme uide-struture. Malheureusement, ette m�ethode onvergelentement.A partir de ette m�ethode, dans la setion suivante on onstruit un algorithme augment�e enp�enalisant la ontraint de ouplage en vitesses B21v +B22� = 0. D'une mani�ere diferente de ellede la m�ethode du lagrangien augment�e standard, nous ne p�enalisons plus la ontrainte B11v = 0qui peut être traiter eÆaement pendant la r�esolution du probl�eme du uide.2 Pr�esentation de l'algorithme augment�ePas 1 Initialisation Soient � > 0; k = 0; r � 0; v�1 2 Rn2 ; �0 2 RmPas 2 R�esolution du probl�eme de la struturetrouver �k 2 Rn2 , tel que�AS + rBt22B22� �k = fS �Bt22�k � rBt22B21vk�1(5)Pas 3 R�esolution du probl�eme du uidetrouver (vk; pk) 2 Rn1 � Rq , tel que 2



� AF + rBt21B21 Bt11B11 0 �� vkpk � = � fF �Bt21�k � rBt21B22�k0 �(6)Pas 4 R�einitialisation �k+1 = �k + � (B21vk +B22�k)k  k + 1 retour au pas 2(7) Remarques. - C'est le param�etre r qui fait la p�enalisation de la ontrainte B21v + B22� = 0.Pour r = 0 on obtient l'algorithme pr�esent�e dans [4℄.Le syst�eme (6) peut être r�esolu d'une mani�ere eÆae par un algorithme d'Uzawa/gradientonjugu�e pr�eondition�e.Le rit�ere pratique d'arrêt est kB21vk +B22�kk � �.3 Convergene de l'algorithme augment�eOn prouve maintenant un r�esultat de onvergene de l'algorithme pr�esent�e i-dessus.Th�eor�eme 1 Sous les hypoth�eses (2), (3) et (4), pour tout v�1 2 Rn2 , �0 2 Rm et 0 < � �r+minn �FkB21k2 ; �SkB22k2o, l'algorithme (5)-(7) onstruit une suite f(vk; �k; pk; �k)gk�0 onvergeantvers la solution unique de (1).D�emonstration: On va faire la preuve en trois �etapes:1) lim k!1 (vk) = v et lim k!1 (�k) = �2) lim k!1 (�k) = �3) lim k!1 (pk) = p1) Soient (v; �; p; �) la solution du syst�eme (1) et f(vk; �k; pk; �k)gk�0 la suite donn�ee parl'algorithme (5)-(7).On utilise les notations suivantes:vk = v � vk �k = � � �k pk = p� pk �k = �� �kD'apr�es (1) on a B21v +B22� = 0 et en utilisant (7), on obtient�k+1 = �k + � (B21vk +B22�k)On utilise maintenant l'�egalit�e ka+ bk2 = kak2 + kbk2 + 2 (a; b)et on obtient �k+12 = �k2 + �2 kB21vk +B22�kk2 + 2� ��k; B21vk +B22�k�(8) On a l'�egalit�e suivante:��k; B21vk +B22�k� = �Bt21�k; vk�+ �Bt22�k; �k�(9) D'apr�es (1) on a AS� +Bt22� = fS et B21v +B22� = 03



e qui donne AS� + rBt22 (B21v +B22�) +Bt22� = fSD'apr�es (5) on a AS�k + rBt22 (B21vk�1 +B22�k) +Bt22�k = fSEn utilisant les deux derni�eres �egalit�es, on obtientBt22�k = �AS�k � rBt22B21vk�1 � rBt22B22�k(10)d'o�u �Bt22�k; �k� = � (AS�k; �k)� r (Bt22B21vk�1; �k)� r (Bt22B22�k; �k)= � (AS�k; �k)� r (B21vk�1; B22�k)� r (B22�k; B22�k)(11)D'apr�es (1) on a AF v +Bt11p+Bt21� = fF et B21v + B22� = 0e qui donne AF v +Bt11p+ rBt21 (B21v +B22�) +Bt21� = fFD'apr�es (6) on a AF vk +Bt11pk + rBt21 (B21vk +B22�k) +Bt21�k = fFEn utilisant les deux derni�eres �egalit�es, on obtientBt21�k = �AF vk �Bt11pk � rBt21B21vk � rBt21B22�k(12)d'o�u �Bt21�k; vk� = � (AF vk; vk)� (Bt11pk; vk)� r (Bt21B21vk; vk)� r (Bt21B22�k; vk)= � (AF vk; vk)� (pk; B11vk)� r (B21vk; B21vk)� r (B22�k; B21vk)Mais d'apr�es (1) on a B11v = 0 et d'apr�es (6) on a B11vk = 0. Don, on obtint B11vk = 0 e quiimplique �Bt21�k; vk� = � (AF vk; vk)� r (B21vk; B21vk)� r (B22�k; B21vk)(13)D'apr�es (8), (9), (11) et (13) on obtient�k2 � �k+12= 2� (AS�k; �k) + 2r� (B21vk�1; B22�k) + 2r� (B22�k; B22�k)+2� (AF vk; vk) + 2r� (B21vk; B21vk) + 2r� (B22�k; B21vk)��2 kB21vk + B22�kk2En utilisant dans l'�egalit�e i-dessus l'in�egalit�e suivante2 (B21vk�1; B22�k) � � (B21vk�1; B21vk�1)� (B22�k; B22�k)et le fait que r� � 0 on obtient l'in�egalit�e�k2 � �k+12� 2� (AS�k; �k)� r� (B21vk�1; B21vk�1)� r� (B22�k; B22�k) + 2r� (B22�k; B22�k)+2� (AF vk; vk) + 2r� (B21vk; B21vk) + 2r� (B22�k; B21vk)��2 kB21vk + B22�kk24



ou �erite d'une mani�ere �equivalente��k2 + r� kB21vk�1k2�� ��k+12 + r� kB21vkk2�� 2� (AS�k; �k) + 2� (AF vk; vk)� �2 kB21vk +B22�kk2+r� (B22�k; B22�k) + r� (B21vk; B21vk) + 2r� (B22�k; B21vk)= 2� (AS�k; �k) + 2� (AF vk; vk) + � (r � �) kB21vk +B22�kk2On utilise maintenant les hypoth�eses (2) et (2) dans la relation i-dessus et on obtient��k2 + r� kB21vk�1k2�� ��k+12 + r� kB21vkk2�� 2��S k�kk2 + 2��F kvkk2 + � (r � �) kB21vk +B22�kk2(14)Dans la suite nous d�emontrons que la suiten�k2 + r� kB21vk�1k2ok�0est d�eroissante pour 0 < � � r +minn �FkB21k2 ; �SkB22k2o.Si 0 < � � r alors on d�eduit de (14)��k2 + r� kB21vk�1k2�� ��k+12 + r� kB21vkk2�� 2��S k�kk2 + 2��F kvkk2(15)d'o�u on obtient le fait que la suite n�k2 + r� kB21vk�1k2ok�0 est d�eroissante.On a les in�egalit�es kB21 (vk) +B22 (�k)k2 � (kB21k kvkk+ kB22k k�kk)2� 2�kB21k2 kvkk2 + kB22k2 k�kk2�Si r < � alors� (r � �) kB21 (vk) + B22 (�k)k2 � 2� (r � �)�kB21k2 kvkk2 + kB22k2 k�kk2�et en tenant ompte de (14) on obtient��k2 + r� kB21vk�1k2�� ��k+12 + r� kB21vkk2�� 2���S + (r � �) kB22k2� k�kk2 + 2���F + (r � �) kB21k2� kvkk2(16)Si r < � � r + minn �FkB21k2 ; �SkB22k2o alors en utilisant l'in�egalit�e (16) on obtient que la suiten�k2 + r� kB21vk�1k2ok�0 est d�eroissante.Mais une suite d�eroissante ave les termes positifs est onvergeante, d'o�ulim k!1 h��k2 + r� kB21vk�1k2�� ��k+12 + r� kB21vkk2�i = 0En utilisant les relations (15) et (16) on obtient la onlusion de la premi�ere �etape.2) Int�eressons nous maintenant �a la onvergene de f�kgk�0.5



D'apr�es la premi�ere �etape, la suite n�k2 + r� kB21vk�1k2ok�0 onverge pour 0 < � � r +minn �FkB21k2 ; �SkB22k2o don f�kgk�0 est born�ee et en ons�equene, il existe au moins une sous-suitef�ksgs�0 onvergeante vers un point d'aumulation ��.En passant �a la limite dans l'�egalit�e (10) et en tenant ompte de la premi�ere �etape, on obtientBt22 (�� � �) = 0Mais sous l'hypoth�ese (4) on a rang (B22) = m, don les olonnes de Bt22 sont lin�eairementind�ependantes, e qui implique �� = �, 'est-�a-dire f�kgk�0 a un unique point d'aumulation.Pour finir la deuxi�eme �etape, on utilise le r�esultat suivant: dans un espae de dimension finie,une suite born�ee ave un unique point d'aumulation est onvergente.3) Int�eressons nous maintenant �a la onvergene de la suite fpkgk�0.D'apr�es (6) on a AF vk +Bt11pk + rBt21 (B21vk +B22�k) +Bt21�k = fFD'apr�es les deux premi�eres �etapes, on obtient que Bt11pk est born�ee. Sous l'hypoth�ese (4) on arang (B11) = q et on d�eduit que fpkgk�0 est born�ee. Soit p� un point d'aumulation de ettesuite. En passant �a la limite dans l'�egalit�e (12), on obtientBt11 (p� � p) = 0Puisque rang (B11) = q, alors p� = p. Selon le même type de raisonnement que elui utilis�e dansla deuxi�eme �etape, on obtient la onvergene de fpkgk�0 vers p. 2Remeriments - Je remerie Professeur Yvon Maday pour ses nombreux onseils et pour sa hospitalit�ependant mes stages au Laboratoire ASCI, CNRS UPR 9029, Orsay.R�ef�erenes bibliographiques[1℄ P.G. Ciarlet, Introdution �a l'analyse num�erique matriielle et �a l'optimisation, Masson, Paris,1988.[2℄ M. Fortin et R. Glowinski, M�ethodes des Lagrangien Augment�e: Appliations �a la R�esolutionNum�erique de Probl�emes aux Limites, Dunod, Paris, 1982.[3℄ C.M.Murea,Mod�elisation math�ematique et num�erique d'un probl�eme tridimensionnel d'intera-tion entre un uide inompressible et une struture �elastique, Th�ese de dotorat, Universit�e deFranhe-Comt�e, 1995.[4℄ C.M. Murea, Sur la onvergene d'un algorithme pour la r�esolution d�eoupl�ee d'un syst�eme detype Kuhn-Tuker, An. Univ. Buure�sti Mat. 46, 1, (1997), 35{40.
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