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Interaction fluide-structure
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Le domaine structure non déformé ABCD.
2, =]AB[UICDI, T =|BC][ et 'y, =] DA

. . . =F —F —F =
Le domaine fluide QF de frontiere 90QF =T, UT,UT,,, UT;
La frontiere mobile I'; s'appelle I'interface fluide-structure.



Elasticité

s9°U s s s
p W—Vx-a = f>, dans Q°x]0, T[

U = 0, sur I3]0, T
o°N° = 0, sur I'yx]0, T

Le tenseur des contraintes
0° =\ (Vx - U)l + 2i°ex (U)

ol ex (U) = 1 (VxU + (VxU)T> est le tenseur des déformations

linéarisées, | est la matrice unité et A°, 1> sont les coefficients de
Lamé.



Equations de Navier-Stokes

2,
oF <a—: +(V~V)v> _V.of = fF velo, Tlvx e Qf
V-v = 0,Vte]o, T[,vx € QFf
ofnf = nF surf,x]0, T[
v = 0, surT5x]0, T

Le tenseur des contraintes par
of = —pl+2uFe(v)

ol €(v) =3 (Vv + (Vv)T) est le tenseur taux des déformations,

uf est la viscosité dynamique.



Conditions d’interface et

Conditions d’interface

V(X +U(X,1).1) =
P
(X4+U(X,t),t)

Conditions initiales

initiales

ou =
5 (X, t), sur ['x]0, T[

—o% (X, t)N® (X), sur Tx]0, T[

= U (X), dans Q°
= U;(X), dans Q°
= v (X), dans Qf



Discrétisation en temps et espace

Discrétisation en temps par la Méthode des Différences Finies

Ou, . u(t+At)—u(t)
ot ()~ At

Discrétisation en espace par la Méthode des Eléments Finis




Procédures partagées

Les inconnues a l'instant de temps t,41 = (n+ 1)At sont :

Q n+1 pn+1 un-l—l.

n+1'

Schéma implicite

do
ki=k+1
Qn 1,k
n+1 k’ pn+1 k. Q
un—|—1,k

n+1,k
until continuité a l'interface

v+l pn+l n+l
save QF ;, v, p™1 u

Schéma semi-implicite

calcul explicite QF

do
ki=k+1
1,k 1,k . OF
vn+ 7pn+ Qn+1
un-l—l,k

until continuité a l'interface

n+1 n+1 n+1
save Qn+1 vt pTT



Analyse de la méthode

Convergence
up(X) — u(X, nAt)

Stabilité
3K >0, V¥n, nAt < T,Yh>0, |ju}l| <K.
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C.M. Murea, S. Sy, A fast method for solving fluid-structure
interaction problems numerically, Int. J. Numer. Meth. Fluids, 60
(2009), no. 10, 1149-1172

C.M. Murea, Stable Numerical Schemes for Fluids, Structures and
their Interactions, ISTE Press and Elsevier, 2017.



L'anévrisme cérébral

Photo : Univ. Toronto
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Formulation Lagrangienne totale (Total Lagrangian) pour
la structure élastique

F7 =1+ VxU>"

Schéma d'Euler implicite

VS,n-i—l (X) _ VS,n (X)

pg (X) At — Vx - (Fn+lzn+1) (X) = pg (X)g
US,n-i—l (X) _ US’" (X) s
= Vv>mh(X
Az (X)
Conséquence

Fri = F" 4 AtVxVv* it

Ft1 et X! dépendent que de V"1 plus de US"H1.



Formulation faible Lagrangienne totale

Trouver V"1 Q5 — R2, V"1 =0 on D, tels que

VS,n—i—l o VS,n
/ pg——————— W dX + / Frilzntl . vy W dX
Q3 At 93

:/ pggws dX+/ Fn+lzn+1N5_W5 ds
QS

0 o

pour chaque W : Qg — R?2, W® =0 sur F(E)).



Formulation Lagrangienne actualisée (Updated
Lagrangian) pour la structure élastique

XeQS»xeQ5=05 5xeQ
X=X+U>"(X), x=X+U>"1(X)
u(x) = U™ (X) - U>"(X)

En posant F=1 + Vszu, JA: detF et J" = det F", on obtient

Frl(X) = F(X)F"(X), J"(X)=J(x)J"(X).

n 1 n n T n (g S X
o5 0 = (P () T) (0, 5 R = B0




Formulation faible Lagrangienne actualisée

det(l+A)~1+tr(A), (I1+A) " ~I1-A, In(l4x)~x
On linéarise v5"+1 — FE par L (US:n+1)

On donne U>" : Qg —R?2 Q%= Q;7g et v>": Q5 — R2 trouver
vortl - QS s R2, ySntl — 0 sur F(’)D tels que

VS,n—l—l o v5,n R
/ P = W d§(\+/ L (vs’"H) - Vew® dX
9 At o

:/A SN WS d?+/ FrlyntInS . WS dS
Qs Jro

pour chaque w> : Q° — R?, w> =0 sur I'y.



Traitement semi-implicite du terme non linéaire de
Navier-Stokes. Formulation faible

Trouver vFml - QF  R2 ¥l —Qsur Ly et pH"1: QF - R
telles que :

VF,n—f—l
/ pF A '\/I\\IFCr)E-i-/ pF (((VF,n_,ﬁn) 'V§> vF,n—i—l) dea
Qf Qf

—/ (v;'wF) ﬁF’"“diJr/ 2uFe (vFv"“) :e(wF) dx
QF QF

:ﬁF(wF)+/ (UF(vF,n+175F,n+1)nF> ~WFdS,

/QF% PG d% = 0,

pour chaque w' : QF — R? tel que w" = 0 sur ¥, et pour chaque
g:Qf - R.



Maillage global
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Formulation monolithique

Trouver V™1 € HY(Q,), vt =0 sur Lo UTY et p e L2(Q,),
p = 0 dans Q3 telles que:

~p+1
FV ~ F n n ~n+1 ~
wd —9") .V, wd
/pr - wx+/QFp (((v ) - V)V - wdx

n

- / (Vi - W) L% + / 2uFe (F71) - e (W) R
ar ar

S Vn—l—l R 1
+ N - W dX + L (v" - Vaw dX
/Qgp At /Qg (V) v
~ v o~
:EF(W)+/ ps’nA—'WdX+/ ps’ng'WdX,
Qs t Qs
| (Ve adx—o
QFf

pour chaque w € H! (Q,,), w = 0 sur T UTY et pour chaque
g < L?(Q,).
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Ecoulement sanguin dans une artere droite

L=5cm R=05cm, h°>=0.1 cm

sommets | tétraédres DOF
mesh1 768 3510 | 13602
mesh2 2314 11400 | 43456
mesh3 8976 47100 | 177204

MUMPS : MUItifrontal Massively Parallel sparse direct Solver
CPU : 44 s (1.1 s/itération) meshl, 173 s (4.3 s/itération) mesh2
et 1083 s (27 s/itération) mesh3

Processeur 4 x 2.53 GHz, 4 Go RAM




Ecoulement sanguin dans une artere courbe

R=05cm Ri=1cm Li=1cm, Lo =5cm, h®*=0.1 cm

sommets | tétraedres DOF
mesh1 2079 9828 | 37800
mesh?2 3632 17784 | 67880
mesh3 5802 29106 | 110526

CPU : 255 s (3.18 s/it2ration) meshl, 502 s (6.2 s/itération)
mesh2 et 915 s (11.2 s/itération) mesh3.



Ecoulement sanguin dans une artere sténosée

R =0.5 cm, Xmin = —3, Xmax = 3, £ = 1.5 cm, h°. =0.1 cm,

min
h3 . = 0.5 cm



Interaction fluide-structure avec contact : simulation d'une
valve cardiaque

0. Yakhlef and C.M. Murea, Numerical procedure for
fluid-structure interaction with the structure displacements limited

by a rigid obstacle, Applied and Computational Mechanics, 11
(2017) No. 1, 91-104



Conclusions

v

Procédures partagées semi-implicites

v

Procédure monolithique : formulation lagrangienne actualisée
+ maillage global

Résolution du systeme discret : MUMPS

v

Simulations 3D

v



